83. Reésolution des équations différentielles linéaires du second ordre a
coefficients constants sans second membre. Exemples.
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Niveau : complémentaire
Pré requis : équations différentielles linéaires du premier ordre a coefficients constants sans
second membre, espaces vectoriels de fonctions.

0. Introduction

Soit (a,b,c)e R"xR*. Soit I un intervalle non vide de R. On considére I’équation

différentielle :
(E) ay"+by'+cy=0.

K désignera soit R ou C.

Définition 0.1
On appelle solution de (E) a valeurs dans K définie sur / une fonction f:/ — R, deux fois

dérivable sur / telle que :
Vtel,af "(t)+bf '(t)+cf(t)=0.

On note alors S,  I’ensemble des solutions de (E) a valeurs dans K définie sur /.

Définition 0.2
L’équation @)’ +bA +c =0 est appelée équation caractéristique de (E).

Le but de cet exposé est de déterminer les solutions a valeurs réelles. Pour cela, nous allons
dans la partie 1 déterminer les solutions complexes, puis dans la partie 2, en déduire les
solutions réelles. Nous étudierons enfin des applications physiques qui nous amenent a
résoudre des équations différentielles linéaires d’ordre 2 sans second membre.

1. Ensemble des solutions de (E) a valeurs dans C

Proposition 1.1

S, ¢ estun C espace vectoriel.

Preuve

On montre que c’est un sous espace vectoriel de D*(Z,C) I’ensemble des fonctions a valeurs
dans C deux fois dérivable sur /.

1 ->C I->C
Pour » € C, on note ¢, : L €to, p
I—>e r—=te
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Proposition 1.2
r est solution de I’équation caracteristique de (E) si et seulement si ¢, appartienta S, .

Preuve
¢, € D’(1,C) et Vte l,ap,"(t)+bp, () +cp,(t) =" (ar’ + br+c) d’ou I’équivalence.

Théoréme 1.3
Si I’équation caractéristique de (E) admet :

1. deux solutions distinctes # et r,, alors S, . ={op, +Pe, :(a,B)e C?y.

ii. une unique solution 7, alors S, . ={ap, +f¢, :(@,p)e C’}.

Preuve

1. D’apres la proposition 1.2, ¢, et ¢, sont dans S, .. D’apres la proposition 1.1,

oo, +Be, :(a,B)e Clc S, c- Soit f €S, ., on pose alors u:= f¢_, qui est dans
D’(1,C). Comme Viel,p  (1)#0, on a f=up, . On a ainsi: Viel:
SO =e"ut), fiO)=e"(ru@)+u't)), f'(6)=e"(ul)+2ru'@)+u'"(). On en
déduit que: Viel,e"(au"(t)+(2ra+b)u'(t))=0. On a donc que u' est solution a
valeurs complexes définie sur / de 1’équation différentielle ay'+(2ra+b)y=0. 1l
existe donc AeC tel que Viel,u'(t)= Ke_(zrl%)t , comme - =—r,—r, on a
VteLu'(t)=Le™™ ", On en déduit qu’il existe (a,B)eC® tels que
VtelLu(t)=Be” " +a. On en déduit ainsi que f=a¢, +Bo, dou
S,c <o, +Bo, :(a,B)eC?} etdonc S, . = {og, +Po, :(a,p)eC?}.
il. Se démontre de maniere analogue.

Corollaires 1.4
1. S, ¢ estun C espace vectoriel de dimension 2.

ii. SifeS,.alors feS,,.

2. Ensemble des solutions de (E) a valeurs dans R

Cette proposition est celle qui motive a posteriori la partie 1.

Proposition 2.1

SI,]R ={Re(f): f e S[,(C}

Preuve

Pour ceux qui n’auraient pas réalis€, S, , < S, . et une fonction réelle est partie réelle d’elle

méme d’ou S, , < {Re(f): f €S, }.
Par le corollaire 1.4.ii, ona {Re(f): f €S, .} =S, ;. Onendéduit S, , ={Re(f): f €S, }.

Théoréme 2.2
Si I’équation caractéristique de (E) a :



i deux solutions réelles distinctes 7 et 7, , alors S, , ={ae™ +Be” : (o, p) e R*}.

il. une unique solution réelle 7, alors S, , = {(at+ e (o, B)e R},

1il. Deux solutions complexes distinctes conjuguées non réelles Axip alors
Sip= {e" (o cos(ut) + B sin(pe)) : (o, B) e R*}.

Preuve

iii. D’aprés le théoréme 1.3, S, . ={(a, +io,)e™ ™" +(B, +iB,)e" ™" : (a,,a,, B, B,) e R*}.
Soit fe€S,., on a donc (a,a,,B,,B,)eR* tels que pour tout tel,
F(t)= (o, +ic,)e™™ + (B, +iB,)e" ™ . Vtel, f(t)=(a,—ic,)e" ™" +(B,—iB,)e" ™",
d’ou:

f(t)—; f(t) :%ekt[al(eiut +e—ipt)+l~a2(eipt _e—ipt)+ Bl(e—ipt +eiut)+l-62(e—ipt _eiut)],

= %e“[ml cos(pt) =20, sin(pt) + 2, cos(ut) + 2, sin(pt)],

= em[(a’l +B,)cos(ut) + (B, —a,) sin(ur)].

Ainsi on a: S, = {e"[(o, + B,)cos(ut) + (B, —at, ) sin(ue)]: (o,0t,, B,, B,) € R*} et comme
I’application @: @ ... Bzﬂf'_)_)((f YBLp—a) est surjective (®(a,0,0,B)=(ct,p)), on
en déduit S, , ={e" (o cos(ur) + B sin(pr)): (o, B) e R*}.

1 et i1 se montrent de la méme facon ( ils sont plus simples... ).

En fait, on peut remarquer que le bon intervalle de définition est R dans le sens ou les
fonctions de S, sont les restrictions a I des fonctions de Sy, .

Corollaire 2.3
S, estun R espace vectoriel de dimension 2.

Proposition 2.4
Soient t, € I et (y,,,") € R*. Il existe une unique fonction f €S ,r qui vérifie le systéme de

S =y,
L) =v,"

conditions appelés systemes de conditions initiales (¢,,,,»,") : {

Preuve
f(t) =y,
S ') =y,

Il suffit de remarquer que { , est un systeme de Cramer.
3. Applications

Les deux exemples ci-dessous nous améne a résoudre 1’équation différentielle (E’):

YUy e,y =0 0 (0, Q) e R



Exemple 1 : décharge d’un condensateur

Soit le circuit suivant: une résistance R, une bobine
d’induction d’inductance L non nulle, un condensateur de
capacit¢ C non nulle en série chargé a I’instant 0 et un L
interrupteur. A ¢t = 0, on ferme I’interrupteur. Soit g(¢) la

charge du condensateur a I’instant 7. On en déduit que ¢ est

: : . : 1
solution de I’équation différentielle : Ly"+ Ry '+E y=0. ||

i | T i
Onposealors o, =,[— et O=—,|—.
P 1 =\ze TR\

Exemple 2 : Oscillateur mécanique

—> Soit un objet (que I’on supposera ponctuel !)
de masse m non nulle se déplagant sur un axe
horizontal (Ox) accroché a un ressort de

% raideur non nulle k et subissant des
frottements fluides proportionnels a sa
vitesse (la constante est f) (il y a de I’huile
sur la table ! ). Soit x(¢) la position de notre
objet sur I’axe (Ox). On en déduit que x est solution de I’équation différentielle :
my"+ fy'+ky =0 (voir Sylvain ou un collégue de physique pour plus de détails...). On pose

o)():\/E ethlM.
m f

Pour ces deux exemples, des considérations physiques ( continuité des paramétres physiques
et charge a ’instant initial ) nous aménent a considérer des solutions réelles définies sur R* et
vérifiant le systéme de conditions initiales (0, y,,0) ou y, € R’ .

Nous allons fixer m, et y, ( par exemple o, =1 et y, =1) et faire varier le facteur de qualité
Q. Ceci revient a fixer toutes les constantes physiques sauf la résistance dans I’exemple 1 et

le coefficient de frottement dans I’exemple 2. On remarque de plus que les frottements sont
inversement proportionnels au facteur de qualité. L’équation caractéristique de (E’) est

22 +20, +o,” =0. Soit le discriminant A =w,’ (L—4) .

2
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Si 0<Q<5,la solution est de la forme oe™ +Be* |5

ou 7, =—§)—é(li\/1—4Q2) < 0. On dit alors que le

régime est apériodique.
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> —r : 1 : 20! [
e [ztan|Tr celRearaph Mathioraw[s ¢ T8 | Si Q>5, la solution est y,e *¢ cos( 1—4—Q20)0t).
d
On dit que le régime est pseudo-périodique.
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Si Q0= % , la solution est de la forme e 2 (at+B). |5

On dit alors que le régime est critique.
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On peut ainsi mettre en évidence les différentes évolutions en fonction des frottements. Dans
tous les cas, on remarque lim y(z) =0.

t—+0
4. Questions poseées a la fin de ’exposé

Résoudre 1’équation différentielle avec un second membre du type cos(at).
Démontrer que les S, , sont bien des R espaces vectoriels de dimensions 2.
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