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ETUDE DES SUITES DE TERME GENERAL 4", n? ET n!.
CROISSANCES COMPAREES. EXEMPLES DE
COMPARAISON AUX SUITES PRECEDENTES. L’ EXPOSE
POURRA ETRE ILLUSTRE PAR UN OU DES EXEMPLES
FAISANT APPEL A L’UTILISATION DE LA
CALCULATRICE.

Niveau : Terminale S (bonne classe).

Pré-requis : Notion de suites réelles — Comportement de suites réelles — Fonction puissance —
Fonction exponentielle et logarithme — Factorielle d’un entier naturel —

I INTRODUCTION.

L’¢étude des suites commencent a partir de la premiére, puis est approfondie en
terminale. Cet exposé a pour objectif d'analyser trois suites, qui deviendront des suites de
référence, notamment en terme de vitesse de convergence. Le plan choisi ici sera le plan du
titre de la lecon.

I ETUDE DES SUITES.

A) SUITE PUISSANCE.

Proposition 1 : suite (n/’), beR.
-i- Si b =0, alors la suite (nb) est stationnaire et vaut 1 pour tout n e N.

-ii- Si b > 0, la suite est croissante et lim n” = +oo.

n—»+owo

-iii- Si b < 0, la suite est décroissante et lim n° =0.

n—>+0

Démonstration :

-i- Ce point est trivial avec la convention 0° =1.
-ii- et -iii- Soit b€ R", nous avons Vn e N, ln(nb) =bIn(n). D’ou la monotonie de la suite et

Sa convergence. O

B) SUITE GEOMETRIQUE.

Proposition 2 : suite (a” ) ,aeR.

-i- Si a > 1, la suite a" est croissante et lim a" =+o0.

n—>+o0

-ii- Si a =1, la suite est stationnaire et vaut 1, pour tout n e N.
-iii- Si |a| <1, lim a" =0 et la suite est décroissante si 0 <a <1.

n—>+0
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-iv- Si a=-1, la suite est divergente et prend la valeur 1 si n est pair et —1 si n est
impair.
-v- Si a < -1, la suite est divergente et tend vers +oo si n est pair et vers —oo si n est
impair.

Démonstration :
-i- De a>1, nous en déduisons : VneN,a"" >a", d’ou la croissance de la suite. De plus,

soit neN, Ina" =nlna. Comme a>1, nous avons Ina > 0. Ainsi, la suite tend bien vers
+00.

-ii- et -iv- sont triviaux.

-iii- Si 0<a<1, nous avons: VneN,a"" <a”" et la suite est décroissante. Si O<|a| <1,

posons VneN,p" :L. (b”) satisfait les hypothéses du -i- et ainsi lim b" =+c0, d’ou

‘a”‘ n—>+0
lima”" =0.Lecas a=0 est trivial.
n—>+w
-v- Soit a <—1, comme (‘a”‘) :(|a|") satisfait les hypothéses du -i-, donc la suite (a”) est
. . n k . .
divergente. Soit n € N, si n =2k est pair, alors a" = (az) >0 et la suite tend vers +oo et si

. . n k .
n=2k+1 estimpair, alors a" = a(az) <0 et la suite tend vers —oo. m

C) SUITE FACTORIELLE.

Proposition 3 : suite (n!)
La suite (n!) est croissante et lim n!=+o0.

n—>+o

Démonstration :

: . (n+1)! : . :
Soit ne N, ( ' ) =n+1>1 et 0!=1!=1 par convention, d’ou la croissance de la
n!

suite. De plus, Vne N, n!>n, donc par le théoréme de comparaison de suites, nous avons
lim n!=+o0. ]

n—>+©0

III CROISSANCES COMPAREES.

Définition 1 :
Soit (u,) . »(v,) ., deux suites. Nous dirons que (u,) est négligeable devant

(v,) si, & partir d’un certainrang Ne N VneN,n>N=v, #0 et lim —=0. Nous

n—+w y)
n

noterons : u, v, .
+00
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( n )HE N ( n )ne N (Wn )}’IEN 1 © 1 1 wl

+00

u, <w,. Nous dirons que la relation "< " est transitive.
~+00

Démonstration :

. u, u, v
Soit NeN VneN,n2N=v #0etw, #0, alors VneN,n>N, - =—"—x—"_1a
woovw

n n n

limite tend bien vers 0. O

Nous voulons, grace a cette caractérisation, comparer les vitesses de convergence des
suites définies plus haut. En effet, une suite (un) convergera (ou divergera) moins vite qu’une
autre (v,) si (u,) est négligeable devant (v, ). Les propositions 1 et 2 nous informent sur la

divergence vers +o si b>0 et a>1. Afin de comparer les trois suites définies au II, nous
allons étudier ce cas.

Théoréme 1 :
Soit >0 et a>1. Alors nous avons :
n<a"<n!.
+00 +00
Démonstration :

.« 7 . . . o . *
Nous remarquons aisément que les trois suites sont strictement positives pour n € N .
De plus, par la proposition 4, nous avons deux cas a étudier :

b
e Posons VneN, un:n—n. Soit neN, lnun:blnn—nlna:n(bln—n—lna], donc cette
a n

b

suite tend vers —oo et par composition, nous avons lim—=0.
—>+0 g

n

a ) .. . .
n u =—. n n>a [ a<li<n-
e Posons VneN, u, Soit ne N, n>a, dans ce cas, soit ie N, si a<i<n-—1, alors

n!
a+2 n
a . a y a . ... a
—<letsii<a alors —<a d’ou u, < et ainsi lim—=0. m
i i n >+ g1

Remarque 1 :
. . , . . c
Une suite intéressante, du moins en terme de vitesse de convergence, est (ln n) o
neN

qui est croissante vers 4+ si ¢ >0, stationnaire en 1 si ¢ =0 et décroissante vers 0 si ¢ <0.

Nous avons pour (b,c)eR, xR, (Inn) <n’. Ce résultat se montre aussi en passant au
+o0

logarithme ~ népérien.  En  effet, soit (b,c)eR, xR, et neN', alors
Inn) Inl . .
In # =clnlnn-blnn= lnn(c II nn —bj et cette derniére suite tend vers —oo .
n nn
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Corollaire 1 :
Soit <0 et |a| <1, a#0.Nous avons alors :

1 n b
—<a"<n".
nl+o +o0
Démonstration :
11 suffit d’appliquer le théoreme précédent a I’inverse de ces suites. O
Remarque 2 :

Si (b,c)e R" xR", nous avons n’ <(In n)c X

IV APPLICATIONS.

A) CALCUL DE LIMITES.

Nous avons :
. n=-10" 1
-- Ilm ——=——.
n>+0 pl0 _ 2yl 2
N ) 3;1 _n2 2n
-ii- lim ————=90.
n—>+o00 4" _n3
Démonstration :

. . . r . 4 w b b
Nous sommes dans le cas de limite indéterminé du type —. Il s’agit de mettre le terme
o0

de plus forte convergence en facteur. Nous avons alors :

| 10"

—-10" 1Ty
-i-Soit n>1, ’?O 10 - 7’11(') , d’ou la limite vers —l.
n- —2n! _2”!1_L 2

2n!

-ii- Une petite astuce, ici, mais la remarque précédente marche aussi. Soit n=>1,

3 n nz
3" —n?2" _4_”(4) 3

P 7 —— ; le numérateur tend vers 0 et le dénominateur tend vers 1. D’ou la
-n n

limite vers 0. O

B) ETUDE D’UNE SUITE.

Nous nous proposons ici d’étudier au moyen d’une calculatrice la suite
2}1
(un)=(—bj avec b=1¢et b=10.
neN"

n

Nous savons par le théoréme 1 que cette suite diverge vers +oo, quelque soit b.
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Pour b=1, nous obtenons la fenétre i PR ST S W o A
ci-contre (abscisses entre 0 et 10 et ordonnées .
entre —1/2 et 20). La suite est croissante. En
n n+l [l

Sn+l1<2n et .

effet, u,<u,, < —=<
n n+l

cette derniere assertion est toujours vérifice

7

pour n € N . Nous pouvons le constater sur la Pl 7 o
X ye o - e

table.c‘le Varleur de la suite comme I’indique le _2_

deuxiéme €cran. 2. z.
3. 2. EEREET
3. .
5. £.4
E. 0. GEEET
T 2.28571
E. 2.
n=1.
[FRGM_SE FAD AUTO EG

Pour b=10, cela devient moins e zhom | Trace Rear-aphMathioraule & |5

¢évident, car la méme fenétre graphique donne
I’écran ci-contre...
La suite tendrait-elle vers 0 ?

En fait, 11 faut aller pluS IOin dans via Sef%,up :::::15_ -<s;_.T$=-T:=ﬂ;:
notre observation. La table de valeur montre “ BT
: _ . B. LBZdET
un revirement pour n=15 et nous avons : 1 S hereh
_ -8 \ : 1=, £.615€e-5
u,; =5.682x107". Cette valeur est treés petite £ = 545
. 3 S.EEdE B
compte tenu des nombres trés grands que sont 5. 5.682e &
215 10 G. S5.96E -8
et 15°. n=9.
Prenons une fenétre plus grande - i [z0om|Trace|Rearaph Math|orau+ ¢ [
(abscisses entre 0 et 65 et ordonnées entre
—1/2 et 20), et nous voyons notre suite
«décoller »... .

FRGHM.ZE EAD AUTO EG

C) ORDRE DE GRANDEUR.

: L . 1Y
Nous avons I’inégalité suivante : Vne N',2 < [1 +—j <3. (1)
n

Montrer par récurrence que Vne N, n> 6= (gj <n!< (gj .

Démonstration :
Démonstration par récurrence sur n€ N, n>6.

Page 5



Sylvain ETIENNE 2003/2004
PLC 1 Exposé 60

etiennesy(@wanadoo.fr

Soit P :”(ﬁ] sms(ﬁj
3 2

6 6
F; : (gj =64, 6!=720 et (gj =729. Donc P, est vraie.

est vraie.

n+l

Soit ne N, n>6. Supposons P, vraie, alors montrons que P
Nous avons :

n+l n n n
nrl )y _ptlfnpr 1) ntlfngs d'apres la relation (1),
3 3 \3 n 3 3

<(n+1)!  par hypothése de récurrence.

De méme :

n+l n n n
(n+1j :n+1(ﬁj (1+1J 2%“[%) 2 daprés la relation (1),

2 2 \2 n

>(n+1)!  par hypothése de récurrence.

Ainsi, d’aprés le principe de récurrence, comme F, est vraie, alors VneN,

n26:>(ﬁj £n!£[£j. O
3 2

Nous avons ainsi donné un ordre de grandeur a la suite factorielle et nous avons

introduit en plus un nouveau type de suite sous la forme : (n”) .
ne

D) ERREUR NUMERIQUE.

Nous allons étudier ’exemple du calcul numérique de e *, pour certaines valeurs de
xelR

Soit xe R, , nous posons : VneN, s, (x)= Z(—l)i x_'
i=0 2

e Soit k € N. Etudier la suite (u,) de terme général —.

i!

i i+1

= sSi<k-1.

; —<
T (1)

De méme (u,) est décroissante nous améne & i >k —1.

(u,) est croissante <> u, <u

De plus, par le théoréme 1, nous avons : limu, =0.

i—>+0
k-1 kk
Le maximum de la suite est atteint pour i=k—1 et i=k car =— et par ce

(k=1)1 k!

qui précede. m

Les deux points suivants me semblent difficile a justifier au niveau du lycée. Il vaut
mieux donner le résultat final (d’ailleurs, la démonstration n’a que peu d’intérét dans cette
legon !).
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e Au moyen d’une démonstration par récurrence montrer que : Vn e N, n pair implique
e <s,(x) etnimpair implique e ™* >, (x).

Démonstration par récurrence sur n € N. Soit P, :" n pair implique e * <s, (x) et n impair
implique e™* > s, (x)".

P, : n=0 est pair et nous avons bien : e * <1. Donc F, est vraie.

Soit n € N. Supposons P, vraie, et montrons que P, est vraie.

n+l

Soit la fonction g définie par :
g:R, >R,
y e —s,, (x).
La fonction g est infiniment dérivable et soit yeR,, g'(y)=s,(x)—e

—X

Supposons 7 pair. Alors, par hypothése de récurrence, la fonction dérivée est positive,
et la fonction g sera croissante sur R, . De plus, g(0)=0. P

n+l

est vraie.

Il en est de méme si n est impair.

Ainsi, d’apres le principe de récurrence, comme F, est vraie, alors Vne N, n pair

implique e™* <, (x) et n impair implique e™* > s, (x) O
n+l
e Endéduire que: VneN,|e " —s, (x)‘ < (:+1)'

n+l

X

(n+1)!

Soit neN, n impair. Nous avons: e *—s,(x)>0>- et d’autre part,

n+l n+l
02e™—s,, (x)=¢"—s,(x)- (:+1)! , ol e -, (x) < (nx+1)! .1l en va de méme si n est
pair. Ce qui montre la proposition. O

e Cette derniere proposition permet d’avoir une estimation de I’erreur de méthode. En effet,
par le théoréme 1 sur les croissances comparées, nous savons que (sn (k)) va converger

vers e, ou k e N, trés rapidement dés lors que 7 est trés grand devant k.
e Nous allons a présent écrire un algorithme qui permet de donner une approximation de
e’ oukeN al10" pres.
Il vaudrait mieux utiliser une TI-83 par exemple car elle est déja en calcul
approximatif. Sinon, il suffit de I’imposer sur une TI Voyage 200, comme ce sera le cas ci-
apres.
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Voici un  algorithme  calculant
(—l)nx—' a l’aide d’une boucle du type
n!

—yXX / n— y eten incrémentant 7.

Tableau donnant quelques valeurs de s, (k)

2003/2004
Exposé 60

1 5 rherrs FE™
- E Control [I-0War|Find. Mode
fexponif

= Frgm
:IE-:--:E-%I Uy 2,0, 8,

H lasil0en
Hhile abs{gxs10~C-100
Pontlen

S Sy
Postus
tEndilhile .
s0i "m="ketringing, "Somme ", s
t0isp "Difference i",absce™(-xi-s2
0izsp "kSkAsRI=V HMwsTxl
fEncPram

FRGM_SE KAD AUTO SER

pour k ={5,10,12,20}.

v ahaﬂﬁhqw* 5 sl s ie e ~ e[ s

W < B

S 12 2

n=2Z.9el n=3.E1l n=r.zel

Sorme SoMMe Sorme

. AT I4E99693E -3 4. S33998YF11Z2FE-S 5. 145153661 304E -6 Q. 259743066 15E -7
Oifference = Oifference : Oifference : Oifference =

2. 1517e-12 S, 2649755 E 11 Q. 442657118210 Q23913152995 -7
k™ kskl= k™ kskl= k™ kol = k™ kskl=
EE&PtIEESGGE?EI 2.?5%?31922453 1.86%3926233854 4.382?88412185?

e Comment expliquer ces différences de calculs dés que »>12 ? En fait, cela vient (comme
nous pourrions nous en douter !) du calcul approximatif. En effet, le plus grand terme de

k

la somme est Tk ceci en vertu du premier point. La calculatrice calcule avec 14 chiffres

significatifs. Or pour k£ =12, la calculatrice a tronqué une partie du plus grand terme de la
somme ; mais cette partie est importante pour faire la somme !

En conclusion,

cette méthode devient inutilisable dés que nous utilisons des

approximations car pour calculer un petit nombre : 6.145157 E-6, nous sommes obligés
de calculer de grands nombres : 1.8613926234E4.

Remarque 3 :

Si la calculatrice peut faire du calcul exact, alors cette méthode marche treés bien
(quitte a ne pas dépasser les capacités de la machine) !

V_ CONCLUSION.

Nous avons étudié trois types de suites qui ont apparemment (selon les coefficients !)
le méme comportement a I’infini, mais qui finalement ont des vitesses de convergence assez
différentes. Ces suites sont des suites de références permettant, entre autres de calculer des
limites, des ordres de grandeurs. De plus, elles permettent de s’apercevoir des limites d’une
machine en calculant des infiniment petits a I’aide d’infiniment grands.
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