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NOMBRES PREMIERS ; EXISTENCE ET UNICITE DE LA
DECOMPOSITION D’UN NOMBRE EN FACTEURS
PREMIERS. INFINITUDE DE L’ENSEMBLE DES NOMBRES
PREMIERS. EXEMPLE(S) DPALGORITHME(S) DE
RECHERCHE DE NOMBRES PREMIERS. L’EXPOSE
POURRA ETRE ILLUSTRE PAR UN OU DES EXEMPLES
FAISANT APPEL A L’UTILISATION D’UNE
CALCULATRICE.

Niveau : Terminale S.

Pré-requis : Divisibilité dans N — Récurrence — PGCD et PPCM —

I INTRODUCTION.

L’arithmétique a pour objet 1’étude des nombres entiers et rationnels. Une particularité
des entiers est les nombres premiers, qui permettent, entre autre, d’assurer le systéme RSA en
cryptographie. Cet exposé a pour objectif de définir de tels nombres, de montrer la
décomposition des entiers et enfin de voir des algorithmes de recherche des nombres
premiers. Tels sera le plan de la legon.

II NOMBRES PREMIERS.

Convention : Dans cette lecon, les entiers considérés et utilisés sont des entiers naturels, et
lorsque nous parlerons de leurs diviseurs ou de leurs multiples, il s’agit toujours de diviseurs
ou de multiples positifs.

A) DEFINITION.

Définition 1 :
Un nombre premier est un entier strictement supérieur a 1, qui n’admet pas
d’autres diviseurs que lui-méme et [’unité.

Remarques :
e Un nombre non premier est dit composé.

e Nous généralisons la notion de nombres premiers a Z en convenant qu’un entier
négatif est premier si son opposé est premier dans N .

Théoréeme 1 :
\ Tout entier @, a > 2, admet un nombre premier comme diviseur.

Démonstration :
Soit a un entier supérieur a 2.
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e Sia est premier, un diviseur (et c’est le seul !) premier de a est a.
e Sian’est pas premier, a posséde au moins un diviseur strictement compris entre 1 et a

et nous pouvons écrire : D (a)={1,4,,a,,...,a}, ou D(a) est I'ensemble des diviseurs

de a, rangés dans I’ordre croissant.
Alors a, est premier. En effet, par I’absurde, supposons que g, n’est pas premier.

Alors, a, admet un diviseur d strictement compris entre 1 et a,. Mais d divise q,, et
a, divise a, donc d divise a. Or ce n’est pas possible car g, est le plus petit diviseur de

a strictement compris entre 1 et a. Donc a, est premier. O

B) ENSEMBLE DES NOMBRES PREMIERS.

Théoréme 2 :
‘ I1 existe une infinité de nombres premiers.

Démonstration :
Effectuons un raisonnement par I’absurde en supposant que 1’ensemble des nombres

premiers & est fini et possede n éléments : & = {pl,...,pn} )

Soit k I’entier naturel tel que : k= p,...p, +1.

k étant supérieur a 2, il admet un diviseur premier par le théoréme 1. Notons le g. Or, aucun
des entiers de & n’est un diviseur de £ car le reste de la division de & par [’'un quelconque des
nombres entiers de cette liste vaut toujours 1. Donc ¢ est strictement supérieur a p, et est

premier. Ce qui est absurde, et ainsi & est infini. O

I DECOMPOSITION EN PRODUIT DE NOMBRES PREMIERS.

Théoréme 3 :
Tout entier naturel » distinct de 0 et de 1 se décompose de fagon unique sous la
forme :
n=pipy.pt, (D
ou p,,p,,..., p, sontdes nombres premiers tels que 0< p, < p, <...<p,,
et a,,0,,...,0,, sont des entiers naturels non nuls.

L’écriture de n sous la forme (1) est sa décomposition en produit de facteurs
premiers.

Démonstration :
e Existence de la décomposition : démonstration par récurrence sur 7 € N\ {0, 1} .

— Pour n=2, nous avons 2=2' et 2 est premier ; 2 admet donc une décomposition de la
forme (1).
— Soit ne N\ {0, 1} . Supposons la propriété vraie pour tout entier naturel & tel que 2<k <n,
et montrons que la propriété est vraie au rang n+1.

Si n+1 est premier, alors n+1= (n + 1)1 est une décomposition de la forme (1).

Si n+1 n’est pas premier, le théoréme 1 nous assure l’existence d’au moins un
diviseur premier p. Nous pouvons alors écrire :
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n+1=pqg avec gentiertel que: 2<g<n.

Nous pouvons appliquer I’hypothése de récurrence a ¢ : ¢ admet une décomposition en
produit de facteurs premiers du type (1), et donc n+1= pg également, ce qui vérifie la
propriété au rang n+1.

— En conclusion, le premier rang étant vérifi€, le principe de récurrence donne I’existence
d’une telle décomposition.

e Unicité de la décomposition (admise en terminale S).
Nous avons besoin d’un résultat préliminaire :
Lemme 1 :

Si p est premier, alors p|ab = p|a oup|b .

Démonstration :
Si p ne divise pas a, il est premier avec a, donc p divise b par le théoréme de Gauss. O

Démonstration de I’unicité par récurrence sur n € N\{0,1} :

—Si n=2, alors la propriété est vraie (il en est de méme avec tous les nombres premiers !).

— Soit ne N\{0,1}. Supposons la propriét¢ vraie pour tout entier naturel & tel que 2<k <n,
et montrons que la propriété est vraie au rang n+1.

Supposons que n+1 s’écrive sous les deux formes: n+1= pi" p3>...p/* =qlﬁ‘qu...qf~" , ou

Disews PisGyse--q; sont des nombres premiers (non ordonnés), et a,...,0,, B, B_/. sont des

entiers naturels non nuls. p, divise q]‘qu...qf/ , donc, par le lemme 1, divise I’un des
facteurs, par exemple p,|q, . p, etq, étant premiers, il vient p, =g, et nous obtenons :
n+1 B,

—=pipe.pi =gl g g
Pr

Pour appliquer ’hypothese de récurrence, il faut remarquer que si o, =1, alors f3, =1, car
sinon, ¢, diviserait I'un des p, avec i#k, ce qui est absurde. De méme si B, =1, alors
a, =1. Enfin, par contraposée, o, >1< 3, >1. Ceci montre donc que la proprié€té est vraie

aurang n+1.
— En conclusion, le rang initial étant vérifi¢, alors par le principe de récurrence, nous avons

unicité de la décomposition en produit de facteurs premiers. m
Exemple 1 :
360 =2x180,
=2x2x90=2x2x2x45=2x2x2x3x15,
=2x2x2x3x3x5.

La décomposition de 360 est alors :
360 =2°x3*x5.

Corollaire 1 :

Tout entier naturel »>2 non premier admet au moins un diviseur premier p
vérifiant : p° <n.
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Démonstration :
Avec les notations du théoréme précédent, si n n’est pas premier, alors sa
décomposition comporte au moins deux facteurs, éventuellement égaux a p,, et nous

obtenons la relation 7> p;, d’ou le résultat cherché. O

IV ALGORITHME DE RECHERCHE DE NOMBRES PREMIERS.

A) PREMIER ALGORITHME.

Idée : Pour prouver qu’un nombre n € N\ {O, 1} est premier, il suffit de s’assurer qu’il n’a pas

de diviseur inférieur ou égal a Jn (c’est une conséquence du corollaire 1).

Nous obtenons alors I’algorithme, e carirol [Ton|ar|F 1 rel. [Made
i . fpremierIip
programmé sur une T.I. Voyage 200, ci- Pran
. .« . . . L1
contre qui affiche un diviseur de 7 s’il existe, ;E;gmgﬁ)n
FIE w=1l Then

et sinon, affiche que » est premier. e i S hacrony est divisible par "ge
_qung(d—lh

Il est formé de deux programmes (un ze
rincipal et un sous-programme), le sous fenagy oorinanost est prenisct
p p p g ., ’ ;EndF'r*gm
programme testant la primalité du nombre 7.
Fer

Ce sous-programme sera a nouveau utilisé i | ontrol [T20[ERF fnd.. [Hode
plus bas (d’ou son utilité !). ;z:iem;”

t2+d a0

Hhile d™22n and w=0
Eonmddintonodr e

: Ty r=n

2ol

: d+lad
fEndihile
:EndPram

Expérimentons cet algorithme sur les e [Pramio)s

exemples suivants : 703, 733, 853.

FEE est divisible par 19

33 est premier

253 est premier
[FRGMSE EAD AUTO FUMC Z/Z0

Cependant, dés que les nombres commencent a étre grand, ce programme a
I’inconvénient de tester si, par exemple, 4 et tous les nombres pairs supérieurs divisent le
nombre cherché, alors que nous avons déja fait le test de divisibilité par 2.

B) DEUXIEME ALGORITHME.

Idée : Pour prouver qu'un nombre n e N\ {0, 1} est premier, il suffit de s’assurer qu’il n’a pas

de diviseur premier inférieur ou égal a Jn . 11 faut donc trouver tous les nombres premiers

inférieurs ou égal a Jn.
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utilise le sous-
primalit¢ de i

Ce programme
programme testant la

-1 - )
ie|LE (HTJ , et utilise, en outre, le fait

que 2 est le seul entier premier pair. Le
résultat est donné sous la forme d’une liste.

Prenons par
cherchons tous les
inférieurs a 30.

Il est a noter que 29 donne la méme

exemple 30: nous
nombres premiers

liste.

C) LE CRIBLE D’ERATOSTHENE.

2003/2004
Exposé 12

Fzv | Fy*
v{— En:\ntr*ol 1-0 Uar‘lFmd I"In:rde

TpremierZil

fPram
iC1-I0
=Prnm?t n
P21
fFor i,1,intCin—12-20
i Pwitis
Pem(a)
POIF w=0E augmentoll, £ai i1l
tEndFar
fPauyse 11
fEndPram

||||| T
si

2 F 5 v 11 13 1¥ 1% 23 29%

2 3 3 0§ 11 13 1iv 1% ZF 293

[FEGH_ZE EAD AUTO FUNC /=0 TTH

Pour trouver tous les nombres premiers compris entre 2 et n, n étant un entier donné
supérieur a 2, il faut écrire tous les nombres de 2 a n dans un tableau. Ensuite :

-i- nous barrons tous les multiples de 2 sauf 2 ;
-ii- nous barrons tous les multiples de 3 sauf 3 ;

-iii- le premier nombre non barré apres 3 est premier, car ce nombre n’est multiple d’aucun
des nombres premiers qui le précédent. Ce premier nombre non barré est 5, donc 5 est

premier |

-iv- Nous barrons tous les multiples de 5 sauf 5. Le premier nombre non barré qui vient apres

5 est premier, et ainsi de suite ;

-v- 11 suffit de s’arréter lorsque nous avons barré tous les multiples de ’entier p premier tel

que p < \/; .
Exemple :
Avec n =30, nous obtenons :
2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Nous nous arrétons & p=35 (car 6> =36>30) pour avoir tous les nombres premiers

compris entre 2 et 30.

La programmation de cet algorithme
est un peu plus délicate (et un peu plus
longue). Nous nous intéressons aux seuls
entiers impairs (2 est rajouté a la fin). Il faut
prévoir une double boucle: une pour le
nombre testé, et une autre pour ses multiples.
Les multiples sont « écrasés » par les entiers
premiers avec le nombre testé qui suivent.
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Fhd Fz* 7 Fy*
v{— En:\ntr*ol 1-0 Uar‘lFmd I"In:rde
teratosCy
fPram.
tLocal i,d.m,1l,x.k
=I21r*II:It
ipr
=Tnt(%n—1)/2>+
=?§q(2*i+1,1,1 amaxll
: 1
fWhile 1101i130Cna
fOLIL J+miivk,
: For j,i+l.dimclll
i Ir IARCIIT 1702110 e Then
11[i1+11[k+11
k+1+k

EndIf
: EH?FDP
Pomidil1,1, k411
tEndllhile
faugrmentC£23,113+11
tPayse 11
tEndPram
FRGM_SE A AOTO FINC
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Revenons a notre exemple précédent N A S
et déterminons les nombres premiers g;
inférieurs a 30. £2 3 5 7 11 13 17 19 23 293

Nous obtenons (heureusement) Ia
méme liste que précédemment.

[FEGH_ZE FAD AUTO FUNC /=0 TTH

V UNE APPLICATION IMPORTANTE.

Le théoréme 3 (dit théoréme fondamental !) nous permet de déterminer le PGCD et le
PPCM de deux entiers. En effet, le PGCD & de a et b est un diviseur commun a a et b. Le
théoréme 3 donne la forme des diviseurs de a et de . Nous avons alors :

_ o o
a_p]lp22"'pk/5 <\ d b . 1
ou p,p,,....p, sont des nombres premiers tels que

b= pl pz . pfk’
O0<p <p,<..<p,,eta,,..o.,B,,.. B, sontdes entiers naturels éventuellement nuls.

L’entier a divise b si et seulement si Vi e [[l,k]],oc. < B,. En effet, I’entier a divise b si

et seulement s’il existe c e N tel que b =ac. Notons ¢ = p;' p}*...p;* la décomposition de c.

Dans ce cas, I'unicit¢ de la décomposition en produit de facteurs premiers donne :
Vie[[l,k]],Bi:a‘—l—y.,

Ainsi, d=p/'py..p;* divise a la fois a et b si et seulement si d divise

§ = pilenh) phileahs) p,'(nf(“k’ﬁk) et 8 sera le PGCD de a et de b. Le méme raisonnement

donne le PPCM, et nous obtenons :

ng(Cl b) mf (o, Bl)piznf((xz,ﬁz)“.p/icnf(a,(,[}k)’

max(al By) . max(a,,B,) pmax(ak,Bk)
ey .

ppem(a,b)=p D>

Exemple :
Trouvons grace a cette méthode le PGCD et le PPCM de a =5544 et b=540.

La décomposition donne : @ =2’ x3*x7x11 et b=2"x3’x5.
D’ou : pged(a,b)=2°x3? =36 et ppem(a,b)=2’x3’x5x7x11=83160.

VI CONCLUSION.

Nous avons défini les nombres premiers, qui sont en nombre infini dans N. Cela a
permis de donner une décomposition en produit de nombres premiers pour tout entiers. Nous
avons vu, par la suite, que savoir si un nombre est premier est un probleme plutot difficile.
L’importance de tels nombres se retrouvent dans la cryptographie comme le systéme RSA. 11
est a noter qu’émergent des algorithmes tres puissants dits algorithmes probabilistes (test de
Rabin-Miller, par exemple).
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