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PGCD ET PPCM DE DEUX ENTIERS NATURELS. NOMBRES
PREMIERS ENTRE EUX. APPLICATIONS. L’ EXPOSE
POURRA ETRE ILLUSTRE PAR UN OU DES EXEMPLES
FAISANT APPEL A L’UTILISATION DE LA
CALCULATRICE.

Niveau : Terminale S.

Pré-requis : Divisibilité dans Z — Suites —

I INTRODUCTION.

C’est vers 300 avant J.-C. qu’Euclide décrit un algorithme calculant le PGCD de deux
nombres entiers. Cette recherche systématique trouve une place dans la résolution d’un certain
type d’équations, délicates a résoudre sans cet outil. Nous allons donc définir le PGCD et le
PPCM de deux entiers, puis la primalité de deux entiers. Enfin, nous étudierons ces équations.

II PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR.

Ce paragraphe a pour but la recherche des diviseurs positifs, communs a deux entiers
positifs a et b.
Par convention, les diviseurs d’un entiers naturel seront toujours des diviseurs positifs.

A) DIVISEURS COMMUNS A DEUX ENTIERS NATURELS.

Pour a €N, notons @(a)z{xeN/x|a} I’ensemble des diviseurs de a. Et pour

(a,b) e N?, notons E/)(a,b) = {x € N/x|a et x|b} I’ensemble des diviseurs communs a a et b.

Ainsi, nous avons 2 (a,b)=2(a)N2(b).

Théoréme 1 :
Soit (a,b)eN’. 1l existe un et un seul entier naturel & tel que
2(a,b)=2(5).
Démonstration :

e Existence :
Si b=0,alors 2(a,0)=92(a).Etsi a=0,alors 2(0,b)=2(b).

Si a=b=0,alors 2(0,0)=2(0).

Supposons, a présent, 0<b<a. Si b

a, alors @(a,b)=@(b). Sinon, écrivons la
division euclidienne de a par b, soit a=bg+r avec 0<r<b. Il vient alors:

?(a,b)=2(b,r). Ainsi, nous pouvons changer le couple (a,b) par (b,r).
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Sir=0, @(b, r) =9 (b) et nous pouvons arréter.

Si r#0, nous faisons la division euclidienne de b par r, soit b=g,r+7. D’ou
?(a,b)=2(b,r)=2(r,r,). Etainsi de suite.

Cette suite admet un reste nul, car les restes successifs r,7, ... sont des entiers positifs
qui vont en décroissant strictement. Nous obtenons alors : 9(a,b)=2(r,,0)=2(r,) ou r,

est le dernier reste non nul, et dans ce cas, nous posons 6 =7, .

e Unicité :

Nous avons 2(0,0)=2(0), ce qui donne I"unicité pour a=b=0.

Nous pouvons a présent supposer que @ >1 ou b>1. Dans ce cas, si 0 est un entier
naturel tel que 2(a,b)=2(5), alors 6 >1.

Si & et &' sont deux entiers naturels tels que 2(a,b)=2(5)=2(5"), alors §|6" et
8’| . 11 existe donc (u,v)eN? tel que =ud' et §'=vS, dou S=uvd,ie:uv=1.0r

les seuls entiers naturels u et v tels que uv =1 sont u =v=1, ce qui donne § =9". O

Définition 1 :
L’entier naturel & est appelé le plus grand commun diviseur de a et b. 1l est
noté pged(a,b)=5.

Remarque :
e La démonstration de I’existence du PGCD de deux entiers naturels fournit un algorithme,

qui est « 1’algorithme d’Euclide ».

B) PROPRIETES.

Théoréme 2 :
-i- Le PGCD est commutatif : V(a,b) e N?, pged(a,b)=pged(b,a).
-ii- V(a,b,c)e N°, pged(ca,cb)=cpged(a,b).
-iii- Le PGCD est associatif :
V(a,b,c)eN?, pgcd(pgcd(a,b),c) = pgcd(a,pgcd(b,c)) .

Démonstration :

-i- L’¢égalité vient de @(a,b) = @(a) M @(b) = @(b)m @(a) = E/D(b,a) .

-ii- Si ¢=0, il n’y a rien a montrer. Sinon, il suffit de multiplier chacune des divisions
euclidiennes par ¢. Nous avons alors pged(xa,xb)=pged(xb,xr)=...=xr, =xpged(a,b).

-iii- Nous avons, par associativité de I’intersection :

(2(a)n2(b))n2(c)=2(a)n(2(b)N2(c)). o

C) RECHERCHE DU PGCD.

Une premicre méthode consiste a trouver tous les diviseurs de a et de b, puis de
prendre le plus grand des diviseurs communs !
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Il est possible de trouver les diviseurs = |control [[20[UarF ind. Mode
d’un entier grice a un algorithme utilisant une Eﬁﬁﬁé?(:)“
.y, . . .. iLoca
boucle « FOR » et I’idée suivante : si k divise LS
. Y ’ N i IF 1nt(n/k)— <k
n, alors la partie entiére de 7 est égale a :_augment (11, (k33411
k iEndFor
V tEndFunc
(x
Exemple : - =Rl gebralcalc other Pramiolclesn Ue
Cherchons le PGCD de 168 et 264 par dvisZeh L 2 2e
cette  méthode. Nous  trouvons la m divis(264) i
décomposition ci-contre. Nous en déduisons Sz 22 28 53 A4 es B8 IR e
ivisg168)
- 1 2 3 4 6 7 8 12 14 21 29
que pged(264,168)=24. L2

412 14 21 24 23 42 56 84 1683

[FEGM._ZE EAD AUTO FUMC Y/20

Cependant cette méthode peut se révéler tres longue, car dés que a ou b est grand, la
recherche des différents diviseurs peut prendre un certain temps !

L’algorithme d’Euclide peut étre v{— Enhtr‘nl I,-'III Lj;;lFmd NDdE
. . . Teuclidiia. by
facilement mis en ceuvre sur une calculatrice :EEE ; lia
. sLoca
comme c’est le cas ci-contre avec une T.I. sfaskiall o
Voyage 200. P2 T T-ant (11 CLE 12130411 1213
fEndllkile .
t'pgod = "&strinmgdlli[1l12
tEndFunc
Calculons le PGCD de 168 et 264 v i [n1 gebraltaie [0t her Pramio|c1e5n Up

grice a ce programme :
Nous trouvons que pged(264,168)=24.

®moyclidlc2ed , 1620 "pacd = 24"

euc11d1(264 168>
EaD AUTO FUHC 1720

III THEOREME DE BEZOUT.

Définition 2:
Deux entiers naturels sont dits premiers entre eux lorsque leur PGCD est égal a

Théoréme 3 : théoréme de Bézout.
Soit a et b deux entiers naturels non nuls. a et b sont premiers entre eux si et

seulement s’il existe (u,v)eZ’ tels que : au+bv=1.

Démonstration :
e Supposons qu’il existe (u,v)eZ? tels que: au+bv=1. Alors le PGCD de a et b, qui

divise a et b, divise tout nombre au+bv ou (u,v)eZz, donc divise 1. Ainsi
pged(a,b) =1
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e Réciproquement, si pged (a, b) =1, alors considérons 1’ensemble & des entiers naturels
non nuls de la forme au+bv avec (u,v)eZ’.
& contient a car a =ax1+bx0. & contient alors un plus petit élément m =au, +bv,, ou
(ug,vy) € Z?.
Montrons que m divise a et b ; nous aurons alors que m =1, et donc au, +bv,=1.
La division euclidienne de a par m donne : a =(au, +bv,)g+r avec 0<r<m.
Dot r=a(l—qu,)+b(—qv,)=au+bv,avec (u,v)eZ’.

Si r>0,alors r € & , et dans ce cas » >m par définition de m. Or r <m , donc =0 et m
divise a.
De méme, nous montrons que m divise b. m

Théoréme 4 : théoréme de Gauss.
Soit (a,b,c) e N*. Si a divise bc et si a est premier avec b, alors a divise c.

Démonstration :
Par le théoréme 2, comme a est premier avec b, soit (u,v)eZ* tel que au+bv=1.

D’ou auc+bvc=c. Or a divise évidlemment acu et a divise bcv par hypothése, donc a
divise leur somme, i.e. : a divise c. |

Corollaire 1 :

Si n, un entier naturel est divisible par deux entiers naturels a et b premiers
entre eux, alors 7 est divisible par le produit ab.

Démonstration :

Par hypothése, nous pouvons écrire n=ap et n=bg avec (p,q)eN’. Donc

ap=bgqg et comme b divise a p et qu’il est premier avec a, il divise donc p. Par suite, nous
pouvons écrire p=b p' avec p'e N, donc n=ab p'. D’ou le résultat. O

IV PLUS PETIT COMMUN MULTIPLE.

Pour a € N, notons @fZ(a) = {x € N/a|x} I’ensemble des multiples de a.

Théoréme 5 :
Soit (a,b)eNz. Il existe un wunique entier naturel g tel que:

M (a)u(b)=29 (u).

Démonstration :
Si a=b=0, alors nous avons existence et unicité du théoréme avec ¢ =0.

Nous pouvons, des lors, supposer a ou b différent de 0. Dans ce cas, si u existe, alors,
il est non nul.
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e Existence :

Nous avons : me a (a)Naw(b) < I(u,v)eN*/m=au=bv.

Soit & =pged(a,b), alors soit (a',b')eN? tel que a=6a’ et b=5b". L’égalité
au=>bv devient alors a'u=>b"v, et par le théoréme de Gauss, il existe un entier naturel w tel
que u=wb',d’ou m=ua=wdoa'b".

Réciproquement, 1’égalité m=wda'b’ entraine ’existence de deux entiers naturels
telsque: m=au=>bv.

Nous venons donc de montrer que : 3(u,v)eN*/m=au=bv<IweN/m=wsa'b'.
Or IweN/m=wéa'b'>me(5a'd').

Il ne reste plus qu’a poser g=0a'b".

e Unicité :

Soit (u,4')eN* vérifiant 1'égalité: 9 (a)nw(b)= (u)=%(x'). 1l existe alors
(u,v)eN2 telque wu=up' et ' =vu,d ot u=uvu,etparsuite u=v=1 (car u#0), et
ainsi : u=u'. O
Définition 3 :

L’entier naturel u est appelé le plus petit commun multiple de a et b. 11 est

noté ppem(a,b)=u.

Théoréme 6 :
Soit (a,b) € N*. Nous avons alors la relation : pged(a,b)ppem(a,b)=ab.

Démonstration :
Si a ou b est nul, alors la relation est vraie.
Supposons a et b non nul. Dans la preuve du théoréme 5, nous avons: u=da'b’,

ie.: uz&%%,d’oﬁ uo=ab. m

Théoréme 7 :
-i- Le PPCM est commutatif : V(a,b) e N?, ppem(a,b)=ppem(b,a).
-ii- V(a,b,c)eN°, ppem(ca,cb)=cppem(a,b).
-iii- Le PPCM est associatif :
V(a,b,c)eN’, ppcm(ppcm(a,b),c) = ppcm(a,ppcm(b,c)) .

Démonstration :
-i- - L*égalité vient de 9 (a,b) =9k (a) N (b) =k (b) N (a) = 9 (b,a).
-ii- L’égalité se montre grace au théoreme 6 et au point -ii- du théoréme 2.
-iii- Nous avons, par associativité de I’intersection :
(9 (a) o (b)) nox (c) =9 (a) (9 (b)nox(c)). O
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V APPLICATIONS.

A) FRACTIONS RATIONNELLES.

Théoréme 8 :
) . . . . a .
Toute fraction positive est égale a une fraction du type 3’ avec (a,b) eNxN,

avec a et b premiers entre eux.

Démonstration :

Soit une fraction positive 3 avec (c,d) eNxN". Soit § = pgcd(c,d), alors c=0a
et d=0d avec (a,b)eNxN* et a et b premiers entre eux. D’ou en simplifiant par o,

O

c_ga
d b’

B) EQUATIONS DIOPHANTIENNES :ax+by=c.

1) METHODE DE RESOLUTION.

Nous recherchons ici toutes les solutions entieres de 1’équation ax+by=c avec
(a, b, c) eZ’.
Nécessairement, s’il existe une solution dans Z*, et si § = pgcd(a,b) , alors & |c. En

prenant la contraposée, si 0 ne divise pas c, alors I’équation n’a pas de solution dans Z° .

Dans le cas contraire, nous pouvons nous ramener a la résolution de 1’équation
ax+by=c avec a et b premiers entre eux.

En effet, si 0

b" premiers entre eux. L’équation devient alors : a'x+b'y=c" avec a’ et b’ premiers entre

c, alors soit (a',b',¢')eN’ tel que a=8d', b=5b", c=5c" et a' et

eux.
La donnée d’une solution particuliére (x,,y,)€Z’ permet de déterminer toutes les
solutions car: ax+by=c<a(x—x,)==b(y-y,).
Cette derniére équation se résout a 1’aide du théoréme de Gauss (théoréme 4) : a divise
(y—,). Par suite, il existe weZ tel que y—y,=wa et x—x,=wb. La réciproque est

évidente.
En conclusion, nous avons donc :

x=x,+bw,
Y=Yy —aw.

De plus, il suffit de connaitre une solution particuli¢re de I’équation ax+b y =1, avec

ax+by:c<:>EIweZ{

X=cX,

a et b premiers entre eux, car les solutions de 1’équation initiale sont données par : { .
y=cy.
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2) ALGORITHME DE CALCUL D’UNE SOLUTION PARTICULIERE.

Si a et b sont premiers entre eux, le théoreme de Bézout (théoréme 3) donne
I’existence d’une solution, au moins, de 1’équation ax+by =c.

Nous allons donner un algorithme permettant d’obtenir une solution particuliére. Le
principe tient au fait que dans 1’algorithme d’Euclide, nous calculons les restes successifs
jusqu’a trouver un reste nul. Nous définissons par la suite une suite récurrente :

ry=a,r=>b,
Fy =1 =Ty Vie[0n-1], ey
7., =0.
Cette suite permet d’obtenir 7, Vie[0,n—1], comme une combinaison linéaire de a
eth;ie. : Vie[0,n-1], 3(u,v,)eZ® tel que r, =u,a+v,b.

Nous définissons alors deux nouvelles suites récurrentes déduites immédiatement de

(1):
o =L u =0, =0,v, =1,
Uy =U; — UG,y VIE [[0 n- 1]] 2 =V Vi, Vi€ |I0,n _1]]'
Nous avons, en effet, 7, =1a+0b et r, = Oa +1b.
Nous obtenons alors le programme Y o Cantrol [[20[0ar|F ind..Mode
- 1ideca, b)
suivant, sur une T.I. Voyage 200. Une :Eﬂém; =
i . ilocal Fou W W, Y. 2,9
« sauvegarde » de valeur est nécessaire pour PanniEy #ém'mu:ﬂm:lﬂ
écrire les trois relations de récurrence. lntirsudg

LIS Z 5 LS Z— gk
H ujz xju z- q:xjx
P PRE iy Zoopkyy
tEndilhile
tC1rI0
t0isp "Pacd de "&stringlald" et "kstring
LB = "kstringlr2
t0isp stringlrl&" = "ketpringCald"s("istm
&?ﬁ(u)&") + "fLstringlbhak" RO st inglu il

fEndPragm

Revenons a ’exemple 1 :
Nous cherchons une solution A T S
particuli¢re de I’équation : 264 x+168 y =24 b cioraft e o franto
Pgcd de 264 et 163 = 24

Le programme nous répond qu’une 24 = ZEAR(2D + 165 3D
solution particuliére est (x,,y,)=(2,-3). Les

~ dfueni

solutions entie€res sont donc :

x=2+168w,
we 7.
{y:—3—264w, [FEGH_E B AT FIINE 1721
VI CONCLUSION.

Nous avons défini et donné quelques propriétés du PGCD et PPCM et leur principale
application qui consiste grace a la primalité entre deux entiers naturels, la résolution des
équations diophantiennes. Il est possible, néanmoins, d’étendre les définitions et propriétés du
PGCD et PPCM a deux entiers relatifs.
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